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6 Meccanica analitica

Introduzione
- Consideriamo un sistema materiale vincolato B, co-
stituito da N punti materiali (P1,m1)...(PN ,mN). -
Utilizzando l’equazione fondamentale della dinamica
applicata ad ogni punto Ps del sistema materiale, si
ha

msv̇s = F s(x, ·x, t) + φs, s = 1, ..., N (1)

Essendo il sistema vincolato, bisogna utilizzare an-
che il principio delle reazioni vincolari

N∑
s=1

φs · δPs ≥ 0, ∀δPs (2)

per avere indicazioni almeno sulla direzione delle
reazioni vincolari (che sono incognite).
Obiettivo: sviluppare un procedimento che con-
senta di sintetizzare le precedenti equazioni in un
unico principio che non contenga le reazioni vincola-
ri.
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Equazioni simbolica della dinamica
- Definiamo la quantità F s(x, ẋ, t) − msv̇s in (1)
forza perduta.
- Da (1) e (2) otteniamo

N∑
s=1

(F s(x, ẋ, t)−msv̇s) · δPs ≤ 0, ∀δPs (3)

-Tale disuguaglianza si applica ad ogni sistema ma-
teriale
- La (3) è quindi CONDIZIONE NECESSARIA nel-
lo studio del moto di un qualsiasi sistema materiale.
- La (3) è detta equazione simbolica della dinamica.

Principio di d’Alembert
- Se applicata ad un qualsiasi sistema materiale, la
(3) permette sempre di determinarne il moto.
- Possiamo quindi ritenere che la (3) riassuma in se
tutte le proprietà del moto.
Le precedenti osservazioni sono formalizzate nel se-
guente
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Principio (di D’Alembert)

Assegnato un sistema materiale la cui ge-
nerica configurazione x sia del tipo x =
(x1, ..., xn), CONDIZIONE NECESSARIA E
SUFFICIENTE affinchè una funzione

x : [0, T ]→ Rn,

sia un possibile moto per il sistema, è che sia
verificata la relazione

N∑
s=1

(F s(x, ẋ, t)−msv̇s) · δPs ≤ 0, ∀δPs, ∀t ∈ [0, T ]

Esempio: trovare le equazioni del moto per il pendo-
lo semplice tramite il principio di D’Alembert.

Teorema

Le equazioni cardinali della dinamica insieme con
il principio delle reazioni vincolari sono condizio-
ni sufficienti per lo studio del moto di un sistema
materiale rigido.

Dimostrazione: dall’equazione (3) applicata ad un
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sistema materiale rigido si ha:

N∑
s=1

(F s(x, ẋ, t)−msv̇s) · (δO +wδt ∧ (Ps −O)) =

=

(
Re − d

dt
Q

)
· δO +

(
Ωe
O −

d

dt
KO

)
·wδt

Dal principio delle reazioni vincolari per un corpo
rigido si ha

φe · δO + Ψe
O ·wδt ≥ 0.

Mediante le equazioni cardinali della dinamica si ha(
d

dt
Q−Re − φe

)
· δO +

(
d

dt
KO −Ωe

O −Ψe
O

)
·wδt = 0.

Ne segue che la validità delle equazioni cardinali
comporta la verifica della relazione simbolica della
dinamica.
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Relazione simbolica della statica.

Una posizione di equilibrio per un sistema ma-
teriale è una configurazione xe tale che, posto
inizialmente il sistema in xe con atto di moto
nullo, il corrispondente moto è la quiete, i.e. se
x(0) = xe e ẋ(0) = 0, allora la soluzione delle
equazioni del moto è data da

x(t) = xe, ∀t ≥ 0.

Se xe è una configurazione di equilibrio, allora la
funzione x(t) = xe rappresenta un moto possi-
bile (la quiete), che deve verificare il principio di
D’Alembert e quindi (3). Sostituendo pertanto
x(t) = xe in (3) si ha

δL(a) =

N∑
s=1

(F s(x, ẋ, t)) · δPs ≤ 0, ∀δPs. (4)

- L’equazione (4) è quindi una condizione neces-
saria per l’equilibrio.
- L’equazione (4) è detta relazione simbolica della
statica.
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Proposizione

La relazione simbolica della statica è anche una
condizione sufficiente affinchè una configurazione
xe sia di equilibrio per un sistema materiale a
vincoli indipendenti dal tempo.

- Infatti, supponiamo che per la configurazione xe
valga (4). Allora la funzione x(t) = xe è un moto
possibile. Infatti verifica la relazione (2) e soddisfa le
condizioni iniziali x(0) = xe e ẋ(0) = 0. Quindi, se i
vincoli sono indipendenti dal tempo, xe è una confi-
gurazione di equilibrio poichè alle condizioni iniziali
x(0) = xe e ẋ(0) = 0 corrisponde il moto x(t) = xe
(la quiete).
- È importante supporre i vincoli indipendenti dal
tempo: ad esempio, per un punto appoggiato su un
piano orizzontale e soggetto alla sola forza peso, con
il piano che trasla verticalmente verso l’alto, l’equa-
zione (4) è verificata, ma il punto non è in equilibrio.

I precedenti risultati possono essere riassunti con il
seguente principio:
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Principio (dei lavori virtuali)

Condizione necessaria e sufficiente, affinchè una
configurazione xe sia di equilibrio per un sistema
materiale a vincoli fissi, è che il lavoro virtuale
delle forze attive, calcolato nella configurazione
di equilibrio xe con atto di moto nullo e per tutti
i t ≥ 0, sia minore o uguale a zero, i.e.

δL(a) =

N∑
s=1

(F s(x, ẋ, t)) · δPs ≤ 0, ∀δPs,∀t ≥ 0.

Quando gli spostamenti virtuali sono inverti-
bili, la relazione precedente vale con il segno di
uguale.

Esercizi:
- determinare le condizioni per l’equilibrio di un cor-
po rigido con punto fisso.
- determinare le condizioni per l’equilibrio di un cor-
po rigido con asse fisso.
- determinare le condizioni per l’equilibrio di un di-
sco omogeneo pesante, che rotla senza strisciare su
un piano inclinato ed il cui centro è collegato me-
diante una molla ad un punto O del piano.
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Condizioni di equilibrio per un sistema olo-
nomo.
Forze generalizzate di Lagrange
- Dato un sistema materiale olonomo a n gradi di
libertà, ogni punto Ps di tale sistema è del tipo

Ps = P̂s(q1, ..., qn, t), s = 1, ..., N.

- Lo spostamento virtuale è dato da (si noti l’as-

senza del termine ∂P̂s
∂t )

δPs =

n∑
i=1

∂P̂s
∂qi

δqi, s = 1, ..., N.

- Il lavoro virtuale di un sistema di forze attive F s, Ps
è dato da

δL(a) =

N∑
s=1

F ·
n∑
i=1

∂P̂s
∂qi

δqi =

n∑
i=1

(
N∑
s=1

F s ·
∂P̂s
∂qi

)
δqi.

- Le quantità scalari

Qi =

N∑
s=1

F s ·
∂P̂s
∂qi

, i = 1, ..., n,

sono dette forze generalizzate di Lagrange o compo-
nenti Lagrangiane del sistema delle forze attive.
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Configurazioni interne o di confine

- Una configurazione (q1, ..., qn) è detta interna
per il sistema materiale se ogni spostamento vir-
tuale del sistema a partire da tale configurazione
è invertibile.
- Una configurazione (q1, ..., qn) è detta di confi-
ne per il sistema materiale se esiste almeno uno
spostamento virtuale del sistema a partire da tale
configurazione che non è invertibile.

Esempi:
- un punto materiale libero possiede solo configura-
zioni interne.
- Un punto materiale vincolato a muoversi sul seg-
mento x ∈ [a, b] possiede x ∈ (a, b) come configu-
razioni interne ed x = {a, b} come configurazioni di
confine.
- Un punto materiale che si muove in una stanza
possiede come configurazioni di confine tutte quelle
relative alle pareti, le altre sono interne.
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Teorema

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una
configurazione xe sia di equilibrio per un siste-
ma olonomo a vincoli bilaterali ed in-
dipendenti dal tempo o che assume confi-
gurazioni interne è che siano nulle le forze ge-
neralizzate di Lagrange in corrispondenza della
configurazione xe con atto di moto nullo, i.e.

Qi(xe, 0, t) = 0, i = 1, ..., n

Infatti, dal PLV, con i vincoli bilaterali, per ogni
posizione di equilibrio xe = (q1, ..., qn), si ha

δL(a) =

n∑
i=1

Qi(xe, 0, t)δqi = 0,

da cui, per l’arbitrarietà della scelta delle variazioni
δq1, ..., δqn risulta

Qi(xe, 0, t) = 0, i = 1, ..., n.

Viceversa, se Qi(xe, 0, t) = 0, i = 1, ..., n allora
δL(a) =

∑
iQiδqi = 0 e quindi, per il PLV, la

posizione xe è di equilibrio.
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Teorema

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una
configurazione xe sia di equilibrio per un siste-
ma olonomo a vincoli unilaterali ed in-
dipendenti dal tempo o che assume con-
figurazioni di confine è che siano nulle quelle
forze generalizzate Qi corrispondenti ai parame-
tri lagrangiani che caratterizzano le posizioni di
confine, i.e.

Qi(xe, 0, t) = 0, i = 1, ..., k (5)

mentre per le restanti forze lagrangiane sia
soddisfatta la disuguaglianza

n∑
i=k+1

Qi(xe, 0, t)δqi ≤ 0, (6)

in corrispondenza di spostamenti non invertibili.

- Consideriamo un sistema olonomo a vincoli unilate-
rali e indipendenti dal tempo, di coordinate lagran-
giane (q1, ..., qn). Supponiamo che quando il sistema
evolve, assumendo solo configurazioni di confine, es-
so sia caratterizzato da k < n parametri lagrangiani
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indipendenti tra loro. Siano ad esempio q1, ..., qk .
- A causa delle limitazioni negli spostamenti, il siste-
ma ha k gradi di libertà, quindi δqk+1 = ... = δqn =
0, mentre δq1, ..., δqk sono arbitrari. Allora, per ogni
configurazioni xe di equilibrio e di confine, si ha

k∑
i=1

Qi(xe, 0, t)δqi = 0, ∀δq1, ..., δqk

- Inoltre, partendo da xe si possono eseguire sposta-
menti non invertibili, per i quali si ha

δL(a) =

n∑
i=1

Qi(xe, 0, t)δqi ≤ 0.

utilizzando (5) si ha (6).
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Calcolo delle reazioni vincolari mediante il
PLV.

- Nel PLV non intervengono le reazioni vincolari,
che sono incognite del problema.
- Mediante il PLV e possibile comunque calcolare
le reazioni vincolari.
- si sopprime il vincolo e lo si sostituisce con la
relativa reazione vincolare φ applicata nel corri-
spondente punto A.
- si applica il PLV al nuovo sistema:

δL(a) + φ · δA ≤ 0.

- gli spostamenti virtuali sono comprensivi anche
di quelli che il vincolo soppresso permette.

Esempio
Consideriamo una trave appoggiata su due punti A
e B, disposti alla stessa altezza e supponiamo che
le forze attive sull’asta siano equivalenti ad un’unica
forza F normale al vettore A − B ed applicata in
un punto interno al segmento AB e distante a e b
rispettivamente da A e B. Applicando il PLV, cal-
coliamo ad esempio φA. A tal fine:
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- sopprimiamo il vincolo di appoggio in A e lo sosti-
tuiamo con la reazione vincolare incognita φA appli-
cata in A.
- applichiamo il PLV (ora sono possibili spostamenti
di rotazione attorno a B):

F · δO + φ · δA = 0,

- indicato con θ l’angolo di rotazione attorno a B, si
ha

Fbδθ − φA(a + b)δθ = 0,⇒ φA =
b

a + b
F

Sistemi olonomi sollecitati da forze conser-
vative.
- Sia dato un sistema materiale olonomo, di parame-
tri lagrangiani q1, ...qn, la cui sollecitazione attiva sia
conservativa.
- Per questo sistema si ha

dL(a) = dU (7)

dove la funzione potenziale U è una funzione solo del-
la configurazione del sistema (quindiU = U(q1, ..., qn)).

Meccanica Razionale - Federico Zullo
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- Si ha quindi

dU =

n∑
i=1

∂U

∂qi
dqi

- Per la ricerca delle configurazioni di equilibrio con-
sideriamo sistemi olonomi con vincoli indipendenti
dal tempo. Ne consegue che δqi = dqi, i = 1, ..., n e
dU = δU .
- Confrontando l’equazione

dL(a) =

N∑
i=1

F s ·

(
n∑
i=1

∂Ps
∂qi

δqi

)
=

n∑
i=1

Qidqi

con (7) si ottiene

Qi =
∂U

∂qi
, i = 1, ..., n.

- Applicando il PLV si ha poi:

δL(a) = δU ≤ 0, (8)

i.e.il potenziale, in corrispondenza delle configura-
zioni di equilibrio, deve subire un incremento non
positivo.
- Se i vincoli sono bilaterali, la (8) diventa

δU = 0.
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In tale caso le posizioni di equilibrio sono quelle che
rendono stazionario il potenziale. Pertanto si ritrova
che, per un sistema olonomo, le configurazioni xe di
equilibrio sono quelle per cui

Qi(xe, 0, t) =
∂U

∂qi
(xe, 0, t) = 0, i = 1, ..., n

Teorema di Torricelli
- Consideriamo sistemi olonomi in cui le forze attive
siano solo le forze peso
- Il potenziale della forza peso è

U = −mgx3(G)

dove m è la massa del corpo e x3(G) è la quota del
baricentro.
- La (8) diventa

δU = −mgδx3(G) ≤ 0.

Possiamo allora enunciare il seguente
Teorema (di Torricelli): Per un sistema materiale,
la cui forza attiva agente sia solo la forza peso, le
configurazioni di equilibrio sono quelle per cui il ba-
ricentro del sistema non si abbassa in corrisponden-
za di ogni spostamento virtuale. Nel caso di vincoli
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bilaterali, allora δx3(G) = 0 e le configurazioni di
equilibrio sono tali che la quota del baricentro risulti
stazionaria.

Equazioni di Lagrange
- Consideriamo un sistema olonomo a vincoli bilate-
rali e ad n gradi di libertà.
- Siano q1, ..., qn i corrispondenti parametri lagran-
giani.
Obiettivo: studiare il moto del sistema.
- Partiamo dall’equazione simbolica della dinamica,
nell’ipotesi di vincoli bilaterali si ha

N∑
s=1

(F (x, ẋ, t)−msv̇s) · δPs = 0. ∀δPs

Ma

δPs =

n∑
i=1

δPs
δqi

δqi,

e quindi

n∑
i=1

N∑
s=1

(
F · ∂Ps

∂qi
−msv̇s ·

∂Ps
∂qi

)
δqi = 0, ∀δqi
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- Utilizzando le forze generalizzate di lagrange

Qi =

N∑
s=1

F s ·
∂Ps
∂qi

, i = 1, ..., n,

possiamo scrivere

n∑
i=1

(Qi − τi)δqi = 0, ∀δqi

dove

τi =

N∑
i=1

msv̇s ·
∂Ps
∂qi

=

=

N∑
s=1

ms

[
d

dt

(
v̇s ·

∂Ps
∂qi

)
− v̇s ·

d

dt

∂Ps
∂qi

]

=
d

dt

(
N∑
i=1

msv̇s ·
∂Ps
∂qi

)
−

N∑
s=1

msv̇s ·
d

dt

∂Ps
∂qi

- Dalla definizione di velocità per un sistema olonomo
si ha

vs =
d

dt
Ps(q1, ..., qn, t) =

n∑
i=1

∂Ps
∂qi

q̇i +
∂Ps
∂t
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da cui

∂vs
∂q̇i

=
∂Ps
∂qi

∂vs
∂qj

=

n∑
i=

∂2Ps
∂qi∂qj

q̇i +
∂2Ps
∂t∂qi

=
d

dt

∂Ps
∂qj

Sia T = 1/2
∑
msv

2
s l’energia cinetica del sistema

materiale. Calcoliamo

τi =
d

dt

(
N∑
i=1

msv̇s ·
∂Ps
∂qi

)
−

N∑
s=1

msv̇s ·
d

dt

∂Ps
∂qi

=

=
d

dt

(
N∑
i=1

msv̇s ·
∂vs
∂q̇i

)
−

N∑
s=1

msv̇s ·
∂vs
∂qi

=
d

dt

1

2

N∑
s=1

ms
∂v2

s

∂q̇i
− 1

2

N∑
s=1

ms
∂v2

s

∂qi
=

=
d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi

-Consideriamo ora l’equazione

n∑
i=1

(Qi − τi)δqi = 0,
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Poichè le variazioni δqi sono arbitrarie, si ottiene

τi = Qi, i = 1...n

e cioè
d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= Qi, i = 1, ..., n

che rappresentano n equazioni differenziali per le n
coordinate lagrangiane qi dette equazioni di Lagran-
ge. In tali equazioni:
- la struttura dell’energia cinetica T è legata alla na-
tura materiale e geometrica del sistema meccanico.
- le forze generalizzate Qi riassumono il comporta-
mento sul sistema delle forze attive.

-Verifichiamo, attraverso un esempio, che, median-
te le equazioni di Lagrange, si ottiene l’equazione
fondamentale della dinamica.

Consideriamo un punto materiale libero P , di massa
m. Il punto P ha tre gradi di libertà. Scegliamo
come parametri lagrangiani (q1, q2, q3) = (x1, x2, x3)
le coordinate del punto P nel riferimento cartesiano
ortogonale Ox1x2x3. Il punto è soggetto all’azione
della forza F (x1, x2, x3). Determiniamo le equazioni
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di Lagrange per il punto P .
- L’energia cinetica del punto P è T = 1

2m
(
ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3

)
.

- Le forze generalizzate di Lagrange sonoQi = Fi(x1, x2, x3),
i = 1, 2, 3.
- Le equazioni di Lagrange sono quindi

mẍi = Fi, i = 1, 2, 3

Esercizio: determinare le equazioni del moto per un
pendolo fisico tramite le equazioni di Lagrange.

Esercizio: in un piano Oxy, due aste rigido AB e
BC, di uguale massa m e uguale lunghezza 2`, sono
collegate con una cerniera in B. Il punto A è fisso e
il sistema oscilla sotto l’azione della sola forza peso.
Introdotti gli angoli θ1 e θ2 che le aste formano con
la direzione verticale, determinare le equazioni del
moto tramite le equazioni di Lagrange.

Equazioni di Lagrange per un sistema con-
servativo.

- Consideriamo un sistema soggetto a forze attive
conservative.
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- Esiste quindi un potenziale U(q1, ..., qn) tale che le
componenti lagrangiane delle forze siano

Qi =
∂U

∂qi
, i = 1, ..., n.

- Introduciamo la funzione L = T + U , detta La-
grangiana.
- Si osservi che L = L(q, q̇, t).
- Inoltre si ha

∂L
∂q̇i

=
∂T

∂q̇i
,

∂L
∂qi

=
∂T

∂qi
+ Qi, i = 1, ..., n

- Quindi le equazioni di Lagrange per sistemi conser-
vativi possono essere riscritte nella seguente forma

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0, i = 1, ..., n (9)

Osservazione: i sistemi conservativi non sono gli uni-
ci che permettono di ricavare le equazioni del moto
tramite una funzione lagrangiana. Infatti se un si-
stema di forze attivo è tale che le relative forze ge-
neralizzate di Lagrange Qi possono essere espresse
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dalle relazioni

Qi = − d
dt

∂U

∂q̇i
+
∂U

∂qi
, i = 1, ..., n (10)

dove la funzione U = U(q, q̇, t) è detta potenziale
generalizzato, allora la funzione lagrangiana del si-
stema è data da L = T + U e le equazioni del moto
sono date dalle equazioni di Lagrange (9).

È bene osservare però che il potenziale generaliz-
zato può dipendere solo linearmente da q̇i. Infatti
dalla definizione (10) si ha

Qi =
∂U

∂qi
−
∑
j

∂2U

∂q̇i∂q̇j
q̈j −

∑
j

∂2U

∂q̇i∂qj
q̇j −

∂2U

∂q̇i∂t

e poichè le Qi non dipendono da q̈i deve risultare

∂2U

∂q̇i∂q̇j
= 0, i, j = 1, ..., n.

Esempi notevoli di forze per le quali è possibile in-
trodurre un potenziale generalizzato sono dati dalla
forza di Lorentz (che descrive il moto di una carica
in un campo elettromagnetico) e le forze di attrito
viscoso.

Osservazione: se una delle variabili qi non appa-
re nella funzione lagrangiana L(q, q̇, t), allora dalle
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equazioni di Lagrange segue che

d

dt

∂L
∂q̇i

= 0⇒ ∂L
∂q̇i

= cost.

e cioè la funzione ∂L
∂q̇i

è un integrale primo del moto.
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